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Abstract

The development of ideal theory in abstract algebra has given rise to
various generalizations of the concept of prime ideals in commutative rings,
one of which is the nil-prime ideal. A proper ideal P of a commutative ring
R is called a nil-prime ideal with respect to X € Nil(R) if for every a,b € R
with ab € P,itholdsthata € Porbe Pota+ X € Porb + X € P. The class
of nil-prime ideals lies strictly between the class of prime ideals and R-prime
ideals, but the converse does not always hold. This study aims to
reconstruct the structure of the quotient ring Z,,[X]/(X?), to show that the
set K jy € Z,[X]/(X?) constitutes a nil-prime ideal, and to characterize its
properties. The results show that the quotient ring Z, [X]/(X?) consists of
polynomial classes of the form a + bX with a,b € Z,,, which X is nilpotent
element. For I a prime ideal in Z,, and ] = Z,, it is proven that K ;) is both
prime ideal and nil-prime ideal in Z,[X]/(X?). The characterization shows
that for every Nil(Z,[X]/(X?)), it holds that 2 - Nil(Z,[X]/{(X?*)) = K, if n
is odd, and 2 - Nil(Z,[X]/(X*)) € K ;, if n is even.

Keywords: Nilpotent Element, Nil-Prime Ideal, Polynomial Ring, Quotient
Ring

Abstrak
Perkembangan kajian ideal dalam aljabar abstrak telah melahirkan
berbagai generalisasi konsep ideal prima pada ring komutatif, salah
satunya adalah ideal nil-prima. suatu ideal sejati P dari ring komutatif R
disebut ideal nil-prima terhadap X € Nil(R) jika untuk setiap a,b € R
dengan ab € P, berlaku a € P atau b € P atau a+ X € P atau b+ X € P.
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Kelas ideal nil-prima berada secara tepat di antara kelas ideal prima dan R
-prima, namun kebalikannya tidak selalu berlaku. Penelitian ini bertujuan
untuk merekonstruksi struktur ring faktor Z,,[X]/{X?), dan memperlihatkan
suatu himpunan K, S Z,[X]/{X?) merupakan ideal nil-prima, serta
mengkarakterisasi sifat-sifatnya. Hasil penelitian menunjukkan bahwa ring
faktor Z,[X]/{X?) tersusun atas kelas-kelas polinomial berbentuk a + bX
dengan a, b € Z,, dengan X bersifat nilpoten. Untuk I ideal prima di Z,, dan
] = Z,, terbukti bahwa K(; ;, merupakan ideal prima sekaligus ideal nil-
prima pada Z,[X]/(X?). Karakterisasi menunjukkan bahwa untuk setiap
Nil(Z,[X]/(X?)), berlaku 2 - Nil(Z,[X]/{X*)) = Ky, jika n ganjil dan 2 -
Nil(Z,[X]/(X?)) € K, jika n genap.

Kata Kunci: Elemen Nilpoten, Ideal Nil-Prima, Ring Faktor, Ring
Polinomial.

1. Pendahuluan

Teori ring sebagai salah satu cabang utama dalam ilmu aljabar abstrak telah
menjadi fokus kajian yang sering diteliti bagi para matematikawan (Razaq
& Alhamzi, 2023). Kemampuannya dalam memodelkan struktur matematika
yang kompleks membuat teori ini semakin berkembang dan memberikan
kontribusi signifikan terhadap kemajuan matematika modern. Secara
umum, ring didefinisikan sebagai suatu himpunan R yang dilengkapi dua
operasi biner, yakni penjumlahan dan perkalian, sedemikian sehingga
(R,+) membentuk grup abelian, (R,x) bersifat asosiatif, dan operasi
perkalian bersifat distributif terhadap penjumlahan (Arifin & Ernanto, 2023).
Salah satu konstruksi penting dalam teori ring adalah ring polinomial.
Diberikan suatu ring komutatif R, ring polinomial yang dinotasikan dengan
R[X] didefinisikan sebagai himpunan semua polinomial dengan koefisien
dari setiap polinomialnya merupakan anggota dari ring R (Abuosba & Al-
azaizeh, 2025).

Artikel pada jurnal "Indonesian Journal of Statistics and Its Applications”
terdiri dari beberapa bagian, yaitu bagian Judul, Pengarang, Afiliasi,
Abstract, Pendahuluan, Metodologi, Hasil dan Pembahasan, Simpulan
dan saran, dan diakhiri dengan Daftar Pustaka. Bab Pendahuluan
memuat latar belakang atau alasan kuat dilakukannya penelitian, tujuan,
dan hipotesis jika ada. Di dalam pendahuluan mungkin dijelaskan pula
perumusan atau pendekatan penyelesaian masalah dan alasan pemilihan
metode yang digunakan.

Dalam struktur ring, terdapat beberapa elemen khusus ring, salah
satunya adalah ideal. Secara definisi, suatu himpunan bagian I dari ring R
disebut ideal apabila, (I, +) merupakan subgrup dari (R, +) dan untuk setiap
r € R dan n € [ berlaku rn € I dan nr € I (Atiyah, 2018). Kajian mengenai
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ideal pada suatu ring juga menghasilkan beberapa macam jenis ideal pada
suatu ring, antara lain ideal prima dan ideal maksimal. Suatu ideal sejati P
dari ring komutatif R disebut ideal prima, jika untuk setiap a,b € R dengan
ab € P, maka a € P atau b € P (Anderson & Kintzinger, 2008).

Kajian mengenai generalisasi ideal prima salah satunya dikembangkan
melalui konsep ideal S-prima dalam penelitian berjudul “S-prime ideal of a
commutative ring” (Hamed & Malek, 2020), pengembangan konsep ideal
prima lainnya juga dilakukan dengan melibatkan unsur nilpoten secara
eksplisit melalui konsep ideal R-prima dalam penelitian “On N-Prime Ideals”
(Sevim & Kog, 2018). Elemen nilpoten dikarakterisasikan sebagai sebuah
elemen vyang, jika dipangkatkan oleh suatu bilangan bulat positif,
menghasilkan nol. Dengan kata lain, sebuah elemen e disebut sebagai
elemen nilpoten jika e® = 0 untuk suatu k € Z* (Phan Hong, 2025). Konsep
ideal R-prima ini secara eksplisit telah melibatkan elemen nilpoten ring
dalam pendefinisian sifat primanya, sehingga membuka ruang eksplorasi
yang lebih luas tentang bagaimana elemen nilpoten berinteraksi dengan
struktur ideal suatu ring.

Farshadifar (2025) memperkenalkan konsep baru yang disebut ideal nil-
prima pada penelitian berjudul “Nil-Prime ideals of a Commutative Ring”
(Farshadifar, 2025). Secara definisi, suatu ideal sejati S dari ring komutatif
R disebut ideal nil-prima terhadap X € Nil(R) jika untuk setiap a,b € R
dengan ab €S, maka a€ S atau beS atau a+ X €S atau b+ X €S.
Farshadifar juga membuktikan bahwa kelas ideal nil-prima berada secara
tepat diantara kelas ideal prima dan kelas ideal R-prima, dalam arti setiap
ideal prima adalah ideal nil-prima dan setiap ideal nil-prima adalah ideal R-
prima, tetapi kebalikannya tidak selalu berlaku.

Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji secara teoretis bagaimana
konstruksi atau pembentukan dari sebuah ring faktor Z,[X]/(X?) yang
tersusun atas himpunan polinomial atas ring bilangan bulat modulo
n (Z,[X]) dan ideal pembangunnya ({X?)). Penelitian ini juga bertujuan
untuk memperlihatkan untuk suatu himpunan bagian dari ring faktor
Z,[X]/(X?) yakni himpunan K; ;) € Z,[X]/(X*) merupakan ideal sekaligus
ideal prima pada ring faktor Z,[X]/(X?), kemudian berdasarkan contoh
numerik untuk suatu ring faktor Z,[X]/{X?) akan diperlihatkan juga bahwa
himpunan K ,, adalah ideal nil-prima beserta karakterisasi atau sifat-sifat
pada setiap anggota dari himpunan K; ,, sebagai ideal nil-prima pada ring
faktor Z,,[X]/(X?).

2. Metodologi

Penelitian ini merupakan penelitian teoretis yang berbasis pada studi
literatur dengan merujuk pada berbagai buku teks dan jurnal penelitian.
Adapun pendekatan yang diterapkan meliputi pendekatan deduktif dan
aksiomatik, yakni proses penarikan kesimpulan atas kebenaran suatu
pernyataan matematis dengan berlandaskan pada aksioma, definisi, lema,
dan teorema yang telah diuji kebenarannya.
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3. Hasil dan Pembahasan

3.1 Preliminary Notes
Teorema 3.4.1 (Adkins & Weintraub, 1992) Jika R adalah ring komutatif
dengan unsur kesatuan, maka R[X] ring komutatif dengan unsur kesatuan.

Teorema 3.4.2 (Adkins & Weintraub, 1992) (R/I, +,") merupakan ring dan
disebut sebagai ring faktor dari R oleh I.

Teorema 3.4.3 (Adkins & Weintraub, 1992) Misalkan R ring komutatif
dengan unsur kesatuan. Jika f (X) € R[X] dan g(X) suatu polinomial di R[X]
dengan koefisien pangkat tertinggi dari g(X) adalah unit di R, maka terdapat
dengan tunggal polinomial q(X) dan r(X) di R[X] dengan r(X) = 0 atau
deg(r(X)) < deg(g(X)) sedemikian sehingga f(X) = g(X)q(X) + r(X).

Teorema 3.4.4 (Farshadifar, 2025) Misalkan R ring komutatif, P adalah
ideal nil-prima dari R, dengan p(X) € Nil(R) maka berlaku 2 - p(X) € P.

Teorema 3.4.5 (Farshadifar, 2025) Setiap ideal prima pada ring R adalah
ideal nil-prima di R.

Teorema 3.4.6 (Adkins & Weintraub, 1992) Misalkan n = p;,p5?, ..., py"
dengan p; merupakan bilangan prima berbeda di Z,, dan a; bilangan bulat
positif, maka himpunan anggota dari unsur nilpoten di Z,, yang dinotasikan

dengan Nil(Z,) = {p1, 02, -, Dr}-
3.2 Konstruksi dan Strukur Aljabar Ring Faktor Z,,[X]/(X?)

3.2.1 Perencanaan Cepat

Didefinisikan sebuah himpunan elemen-elemen dari ring bilangan
bulat modulo n sebagai himpunan bilangan bulat modulo n sebagai
berikut:

7, ={0,1,2,3 ...n— 1}.

Menggunakan sifat himpunan di Z,, maka bersama dengan
operasi penjumlahan dan perkalian modulo n membentuk struktur
ring Z, yang komutatif dengan unsur kesatuan 1 (Rather et al.,
2021). Selanjutnya didefinisikan sebuah himpunan polinomial di Z,
yang dinotasikan dengan Z,[X]. Polinomial pada Z,[X] dinotasikan
sebagai f(X) yang merupakan sebarang polinomial berderajat
bebas dengan koefisien tiap polinomialnya di Z,. Polinomial f(X)

didefinisikan sebagai berikut:
k

Z aiXi

fX) =
i=0

Dengan a; # 0,a; € Z, untuk i =0,1,2,3,...,k —1,k. Sehingga
semua himpunan polinomial di Z, yang dinotasikan dengan Z,[X]
dapat dituliskan secara matematis sebagai berikut:

={ag + a; X* + a, X% + - + q; X*}.
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k
Z,1X] = {z a; X', a; € an ={ag+ a; X + a, X% + - + a, X*}.

i=0
Perhatikan bahwa, karena Z,, merupakan ring komutatif dengan
unsur kesatuan, maka berdasarkan Teorema 3.4.71, himpunan
polinomial di Z,, yang dinotasikan dengan Z, [X] juga merupakan ring
komutatif dengan unsur kesatuan.

3.2.2 Konstruksi Ideal Pembangun (X?)

Ring faktor Z,[X]/(X?) dibangun oleh sebuah ideal, pada ring faktor
tersebut, syarat (X?) haruslah merupakan elemen ideal dari ring
Z,|X]. Didefinisikan sebuah himpunan bagian yang dibangun oleh
elemen X? yang dinotasikan dengan (X?) merupakan himpunan
semua kelipatan dari X? oleh sebarang polinomial di Z,[X].
Didefinisikan sebagai berikut:
(X?) = (p(X) - X* | p(X) € Z,[X]}.
Misalkan sebarang polinomial p(X) = ag + a; X + -+ a; X* €
Zn[X],
(X2) = {apX? + a; X3 + a, X* + - + q, X* 12}

Dengan k > 0, a; € Z,. Sehingga bentuk umum dari elemen (X?)

dituliskan sebagai berikut:
k

(X?%) = {Z ciX'|k=2c¢E€E Zn} = {,X* + 3 X3 + 4 XK | ¢y, # 0,0

i=2
> 2J.

Bukti (X?) Ideal

(Ketertutupan Operasi Penjumlahan) Ambil sebarang a,b € (X?),
misalkan a = p(X)) - X?dan b = q(X) - X2, sehinggaa — b = (p(X)) -
X?) - (g(X)-X?) = (p(X) — q(X)) - X%2. Perhatikan bahwa, karena
Z,|X] adalah ring, jelas p(X) — q(X) € Z,[X]. Jadi, terbukti a — b €
Z,[X].

(Ketertutupan Operasi Perkalian) Ambil sebarang p € Z,[X] dan
h(X) € (X?), misalkan p =p(X) € Z,[X] dan h(X) = f(X)-X?,
sehingga p(X) - h(X) = pX)(f(X) - X*) = (p(X)f (X)) - X*.
Perhatikan bahwa, menggunakan sifat ketertutupan pada ring Z,, [ X],
jelas p(X)h(X) € Z,,[X] dan karena ring Z,[X] komutatif, maka
berlaku juga h(X)p(X) € (X?). Jadi, terbukti (X?) adalah ideal pada
ring polinomial Z, [X].
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3.3

3.2.3 Struktur Ring Faktor Z,[X]/(X?)

Misalkan ring polinomial R = Z,[X] dan I = (X?) adalah ideal dari R,
maka koset-koset aditif dari I adalah a+ 1 dengan a € Z,[X].
Diberikan himpunan R/I ={a+1,a € Z,[X]} dengan operasi
penjumlahan dan perkalian didefinisikan sebagai berikut:
(a+D+ B+ =(a+b)+1
(a+DMB+1)=ab+1.

Berdasarkan Teorema 3.4.2, maka ring faktor R /I dapat
direpresentasikan sebagai himpunan koset-koset aditif dari I, yang
dituliskan secara matematis sebagai R/l ={a+1|a € R} = {a(X) +
(X?)| a(X) € Z,[X]}, sehingga elemen dari ring faktor R/I adalah
koset-koset yang direpresentasikan oleh polinomial a(X) di Z,[X]
dengan suatu polinomial (X?). Perhatikan bahwa, misalkan a(X) €
Z,|X] dan misalkan suatu himpunan polinomial yang dibangun oleh
X?, maka berdasarkan Teorema 3.4.3 dan Algoritma Pembagian
Polinomial setiap polinomial a(X) € Z,[X] dapat dibagi oleh X2
sehingga polinomial a(X) dapat dinyatakan dalam bentuk a(X) =
X2q(X) +r(X), sehingga karena deg(r(X)) < deg(X?), maka
deg(r(X)) < 2 yang dapat dituliskan anggota dari r(X) = a + bX.
Akibatnya, dapat didefinisikan untuk anggota-anggota dari ring faktor
Z.,|X]/(X?) adalah sebagai berikut:

Zn[X1/(X?) = {a(X) +(X*)} = {r(X) + (X*)} = {a + bX | a,b € Zy}.

Struktur ring faktor Z,[X]/(X?) berlaku sifat bahwa X? = 0.
Sifat operasi penjumlahan dan perkalian pada ring faktor tersebut
didefinisikan sebagai berikut:

(@+bX)+(c+dX)=((a+c)+ B+ d)X
(a+bX)(c+dX) =ac+ (ad + bc)X
dengan (a + bX), (c + dX) € Z,,[X]/{X?).

Ideal pada Ring Faktor Z,[X]/(X?)

3.3.1 Himpunan K, ),

Misalkan I adalah ideal prima di Z, dan ideal ] = Z,,. Didefinisikan
sebuah himpunan K, <€ Z,[X]/(X?) yang dituliskan sebagai
berikut:

K(I,]) = {a+ bX|la€l,b E]}
Bukti K ) Ideal
(Ketertutupan Operasi Penjumlahan) Ambil sebarang y;,y, € K ).
Misalkan y; = a; + b;X dan y, = a, + b,X, dengan a,,a, € I dan
by, b, € ], sedemikian sehinggay, —y, = (a; + b1 X ) — (a, + b,X) =
(a; — ay) + (by — by)X. Perhatikan bahwa, karena I dan ] adalah
ideal, maka (a; — a,) € I dan (b; — b,) €. Jadi, y; — y, € K py.

(Ketertutupan Operasi Perkalian) Ambil sebarang r € Z,[X] / (X?),
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denganr =p + qX untuk p,q € Z,, dan sebarang ideal y = a + bX €
K p, untuk a € I dan b € ], sedemikian sehinggary = (p + qX )(a +
bX) = (pa) + (bp + aq)X + (bq)X? = (pa) + (bp + aq)X. Perhatikan
bahwa, karena a € I dengan I adalah ideal, maka jelas ac € I. Untuk
setiapa,b,p,q € Z,,dan ] = Z, jelas bahwa (bp + aq) € J. Akibatnya
ry € K —((1,])) dan komutatif dengan yr € K, ;. Jadi, terbukti
himpunan K(; ;) ideal dari ring faktor Z,[X]/(X?).

3.3.2 Himpunan K;;, Sebagai Ideal Prima di Z,[X]/(X?)

Diketahui himpunan K, merupakan ideal dari ring faktor
7.,[X]/(X?). Selanjutnya, pada bagian ini, akan diperlihatkan melalui
contoh bahwa himpunan K, merupakan ideal prima pada ring

faktor Z,, [X]/({X?).

Contoh 1

Diberikan ring faktor Z,[X]/(X?). |deal-ideal pada Z, = {{0), (1), (2)},
pilih I = (2) dan ] = (1) sehingga dapat dibentuk himpunan K, (1) €
Z,[X]/(X?) yang merupakan ideal di Z,[X]/(X?) dan didefinisinikan
sebagai berikut:

Berdasarkan definisi ideal prima, untuk setiap a(X),b(X) €
Z4[X]1/(X?). Ideal Ky disebut sebagai ideal prima jika
Cl(X)b(X)EK((Z)’(l)), maka a(X)EK«Z),(l)) atau b(X)EK((Z),(l))'
Diketahui juga untuk setiap a(X),b(X) € Z, [X]/(X?), dengan
anggota-anggota dari Z, [X]/(X?) dituliskan sebagai berikut:

0,1,2,3,X,2X,3X,
1+X,1+2X,1+3X,
24+ X,2+2X,2+3X, [
3+X,3+2X,3+3X

Z,[X]/(X?)={a+bX|ab€EZ,}=

Karena untuk setiap a(X),b(X) € Z, [X]/(X?), maka akan
diperlihatkan untuk setiap anggota Z, [X]/{X?) dengan a(X)b(X) €
K((Z),(l)), maka a()_() € K((Z),(l)) atau b(X) € K((Z),(l))- Untuk kasus
pertama a(X) = 0 € K2)(1)) € Z4 [X]/(X?). Perhatikan bahwa
@@ ==X == OA+X) = =O)2+X) ==
(0B +X)=--=(0)(3+3X) =0 € Kqz),1y, dari hasil setiap
perkalian didapatkan bahwa, jika a(X) € K()1y) maka untuk
sebarang b(X) € Z,[X]/(X?) pastilah a(X)b(X) € K21y Untuk
kasus kedua a(X) =1 € Z, [X]/(X?). Perhatikan bahwa (1)(1) =
1€ Kzyay, (DQR) =2€Kay, (DB =3¢&Kiyay DX)=
X € K@y, (DQRX) =2X € K@yap,  (DBX) = 3X ¢ Kz 1y,
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MA+X) =1+X ¢ Ky, (DA +2X) =1+ 2X € Kz),1));
(DA +3X) =1+ 3X ¢ Kia1)), (DE+X) =2+ X € Kz,
(i)(? + ZX) =2+2XE€ K((Z),(l))1 (1)(2 + gX) =2+3XE€ K((Z),(l))a
(MB+X) =3+X & Kz (DB +2X) = 3+ 2X & K2)1).

(1)(3+3X) =3+3X € K21y, dari hasil setiap perkalian
didapatkan bahwa, jika a(X) € Z, [X]/(X?) agar hasil kali a(X)b(X) €
K((Z),(l)) maka haruslah b(X) € K((Z),(l))-

Perhatikan bahwa, dari dua kasus terlihat sebuah pola yang
dapat dilihat ketika a(X) € K((2)1y) € Z4 [X]/(X?*), maka untuk b(X)
dapat berupa sebarang anggota di 7, [X]/(X?) agar hasil kali
a(X)b(X) € K(z)(1y)- Sebaliknya, jika a(X) € Z,[X]/(X?) agar
a(X)b(X) € K21y, maka haruslah b(X) € K;)(1y) yang secara
eksplisit membuktikan bahwa jika a(X)b(X) € K1)y, maka a(X) €
K((2)1y) atau b(X) € K((3)(1y)- Sehingga untuk kasus-kasus berikutnya
pada setiap anggota dari a(X),b(X) € Z,[X]/(X?) dapat
diperlihatkan bahwa jika a(X)b(X) € K1), maka pastilah a(X) €
K((2)41)) atau b(X) € K((3)(1y atau dengan kata lain himpunan K, 1y
merupakan ideal prima di Z, [X]/(X?).

Selanjutnya, akan diperlihatkan unsur nilpoten dari Z, [X]/(X?).
Untuk suatu f(X) € Z, [X]/(X?) terdapat k =Z%, sedemikian
sehingga (f(X)* = 0. Perhatikan bahwa, terdapat k = 2 sehingga
02=22=02X)’=0CBX)’=Q2+X)?*=02+2X)?=(2+3x)?=0.
Jadi, Nil(Z, [X]/(X?)) ={0,2,X,2X,3X,2 + X,2 + 2X,2 + 3X}.
Berdasarkan himpunan K, (1)) adalah ideal prima pada ring faktor
Z,[X]/(X?) dan terdapat Nil(Z,[X]/(X?)), maka berdasarkan
definisi, himpunan K,y 1y) merupakan ideal nil-prima pada ring faktor
Z,[X]/(X?). Lebih lanjut, berdasarkan Teorema 3.4.4 berlaku 2 -
Nil(Z, [X]/{X?)) yakni, 2 - Nil(Z, [X]/(X?)) = {0,2X}.

Contoh 2

Diberikan ring faktor Zs[X]/{X?). Ideal-ideal pada Z, = {(0), (1)}, pilih
I = (0) dan J = (1). Perhatikan bahwa, karena ideal (0) terletak pada
ideal Zs yang merupakan daerah integral hingga, maka (0)
merupakan ideal prima (Prasetyo, 2019). Sehingga, dapat dibentuk
sebuah himpunan K1y S Zs [X]/(X?) yang merupakan ideal pada
ring faktor tersebut. Himpunan K 1)) dituliskan secara matematis
sebagai berikut:

K((O),(l)) = {a +bX|a€lb E]} = {G,X, ZX, §X,ZI-X}

Berdasrkan definisi ideal prima, a(X),b(X) € Zs [X]/{X?). |deal
K(oy1y) disebut sebagai ideal prima jika a(X)b(X) € K)1)), maka
a(X) € Kqoy1y atau  b(X) € Ko)(1y)- Diketahui untuk setiap
a(X),b(X) € Zs [X]/{X?), dengan anggota-anggota Zs [X]/(X?)
dituliskan sebagai berikut:
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1+X,1+2X,1+3X,1+4X,
Zs [X]/(X?*)={a+bX|a,b€Z}=2+X,2+2X,2+3X,2 +4X, ;.

3+X,3+2X,3+3X,3+4X,

4+ X,4+2X,4+3X,4+4X

Karena untuk setiap a(X),b(X) € Zs [X]/(X?), maka akan
diperlihatkan untuk setiap anggota Z< [X]/(X?) dengan a(X)b(X) €
K((O),(l)), maka a(X) € K((O),(l)) atau b(X) € K((O),(l))- Untuk kasus
pertama a(X) =0 € K1y € Zs [X]/(X?). Perhatikan bahwa
@@ = =OX) == OA+X) == DC+X) ==
0@B+X)=-=(0)4+X)="--=0€ Koy, dari hasil setiap
perkalian didapatkan bahwa, jika a(X) € K1y mMaka untuk
sebarang b(X) € Zs [X]/(X?) pastilah a(X)b(X) € Koy 1y Untuk
kasus kedua a(X) =1 € Zs [X]/(X?). Perhatikan bahwa, (1)(1) =
1€ Kgopay: (D@ =2 € Koy, (DB) =3 € Koy, (DA =
4 € Koy, (DX) =X € Koy, (D)(2X) = 2X € K(o),(1));
(1)(3X) =3X EE(«O_MI))_’ (1)(i1-X)_= 4X € K((O),(l)) _(1)_(1 +_X) = 1 +
X & Kqoyay, WA +2X)=1+2X¢€ Koy, DA+3X)=1+
3X & Kqopay, (DA +4X) =1+4X € Koy (D@+X)=2+X¢
K((O),(l))1 MR+2X)=2+2X¢ K((O),(l))1 MR2+3X)=2+3X¢
K((O),(l)), _(i)_(? -|: ZI-X) = 2 -|: 4X ¢ K((O),(l)) _ (i_) (§_+ X) =_§ +_X ¢
K((O),(l))1 MDB+2X)=3+2X¢ K((O),(l))1 (MB+3X)=3+3X¢
K((O),(l)), _(i)_(g +_4_1-X) =_§ +_‘_1-X & K((O),(l))’ ~ (i_) (4_1-_+ X) =_4_1- +_X &
K((O),(l))! El)_(‘l- +_2X) =_4- +_2X ¢ K((O),(l)): (MDA +3X)=4+3X¢
Koy, (D4 +4X) =4+ 4X & K1) dari hasil setiap perkalian
didapatkan bahwa, jika a(X) € Zs [X]/(X?) agar a(X)b(X) € Koy
maka haruslah b(X) € K()1))-

Perhatikan bahwa, dari dua kasus terlihat sebuah pola yang
dapat dilihat ketika a(X) € K01y S Zs [X]/(X?), maka untuk b(X)
dapat berupa sebarang anggota di Zg [X]/(X?) agar hasil kali
a(X)b(X) € Koy1y- Sebaliknya, jika a(X) € Zs[X]/(X*) agar
a(X)b(X) € Koy1y), maka haruslah b(X) € K (1y) Yang secara
eksplisit membuktikan bahwa jika a(X)b(X) € Ky 1)), maka a(X) €
K(0)1y) atau b(X) € Koy (1y)- Sehingga untuk kasus-kasus berikutnya
untuk setiap anggota dari a(X),b(X) € Z,[X]/(X?) dapat
diperlihatkan bahwa jika a(X)b(X) € K1), maka pastilah a(X) €
K(2y,1y) atau b(X) € K(z)(1y atau dengan kata lain himpunan K ) (1y)
merupakan ideal prima di Zs [X]/(X?).

Selanjutnya, akan diperlihatkan unsur nilpoten dari Zs [X]/(X?).
Untuk suatu f(X) € Zs [X]/(X?) terdapat k =Z%, sedemikian
sehingga (f(X)* = 0. Perhatikan bahwa, terdapat k = 2 sehingga
02 =(X)?2=(2X)?=(3X)>=(4X)?2 =0. Jadi, Nil(Zs[X]/(X?)) =
{0,X,2X,3X,4X}. Berdasarkan K1y adalah ideal prima pada ring
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3.4

faktor Zs [X]/(X?) dan terdapat Nil(Zs [X]/(X?)), maka berdasarkan
definisi, himpunan K (1)) merupakan ideal nil-prima pada ring faktor

Zs [X]/(X?). Lebih lanjut, berdasarkan Teorema 3.4.4 berlaku 2 -
Nil(Zs [X]/(X?)) yakni, 2 - Nil(Zs [X]/(X%)) = {0, X, 2X, 3X, 4X}.

Karakterisasi Ideal Nil-Prima pada Ring Faktor Z,, [X]/(X?)

Karakterisasi ideal nil-prima pada Z, [X]/(X?) dilihat melalui terpenuhinya
Teorema 3.4.4. Namun, sebelum menggunakan Teorema 3.4.4 perlu
memperhatikan syarat cukup dari teorema tersebut.

3.4.1 Terpenuhinya Syarat Cukup Teorema 3.4.4

Diketahui Ring faktor Z,, [X]/(X?) komutatif dengan unsur kesatuan,
agar Teorema 3.4.4 terpenuhi maka akan diperlihatkan untuk
himpunan K, ; merupakan ideal nil-prima dan terdapat unsur
nilpoten dari ring faktor Z,, [X]/(X?).

3.4.1.1. Karakterisasi Ideal Nil-Prima pada Ring Faktor
L[ X1/(X?)

Berdasarkan Teorema 3.4.5, bahwa setiap ideal prima pada ring
R adalah ideal nil-prima di R, maka membuktikan himpunan K ),
ideal nil-prima cukup dengan memperlihatkan himpunan K,
ideal prima di Z,, [X]/(X?).

Bukti K, ;) Ideal Prima

Diberikan ring faktor Z,[X]/(X?), dan K ;y € Z,[X]/(X?) dengan
I adalah ideal prima di Z, serta | = Z,. Berdasarkan bukti K, ),
ideal, maka dapat dipandang bahwa K|, ;, adalah ideal pada ring
faktor Z,[X]/(X?). Selanjutnya, akan diperlihatkan K, adalah
ideal prima. Ambil sembarang f(X),g(X) € Z,[X]/(X?),
dengan f(X)g(X) € K(; ;). Misalkan f(X) = a+ bX dan g(X) =
¢ + dX. Berdasarkan definisi dari ideal prima, diasumsikan bahwa
fX)g(X) € K ). Perhatikan bahwa, f(X)g(X) =ac+ (ad +
bd)X € K j Berdasarkan hasil eksplorasi dari Contoh 1 dan
Contoh 2 dapat diperlihatkan bahwa untuk setiap f(X),g(X) €
Z,[X]/(X*) dengan f(X)g(X) € K(; j, maka haruslah f(X) € K
atau g(X) € K . Artinya, karena f(X)g(X) € K, ;) jelas bahwa
ac € 1, sehingga karena I merupakan ideal prima di Z,,, maka a €
I atau cel. Jika a€l dan untuk sebarang b € Z, selalu
terpenuhi, maka f(X) € K(; . Jika ¢ € I dan untuk sebarang d €
L, selalu terpenuhi, maka g(X) € K, ). Menggunakan bukti
kontrapositif berdasarkan Contoh 1 dan 2, juga dapat
diperlihatkan bahwa terdapat a(X),b(X) & Z,[X]/(X?) dengan
a(X)b(X) ¢ K, ;) maka a(X) € K, dan b(X) ¢ K ;). Dengan
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demikian, terbukti bahwa untuk setiap hasil kali f(X)g(X) € K p,
maka f(X) € K atau g(X) € K, yang menyimpulkan bahwa
himpunan K, ;, adalah ideal prima.

Unsur Nilpoten pada Ring Faktor Z,[X]/(X?)

Misalkan dinotasikan suatu elemen nilpoten dari ring faktor
Z,[X]/{(X) sebagai Nil(Z,[X]/{X)). Ambil sebarang p(X) €
Z,[X]/(X?), misalkan p(X)=p+qgX, dengan p,q€Z,.
Berdasarkan definisi dari unsur nilpoten, suatu p(X) dikatakan
sebagai elemen nilpoten dari ring faktor Z,[X]/(X?) apabila
terdapat suatu k € Z* sedemikian sehingga (p(X))* = (a +
bX)* = 0. Perhatikan bahwa,

(a+bX)! =a+bX
(a + bX)? = a® + 2abX + b%X?
(a + bX)® = a® + 3a?bX + 3ab?*X? + b3X3
(a + bX)* = a* + 4a3bX + 6a?b?X? + 4ab3X3 + b*X*

(a+bX)* =a*+k-a*'bX + - + b*X* .

Karena pada ring faktor Z,[X]/(X?) berlaku X? = 0. Bentuk
dari (a + bX)* akan tereduksi dan hanya menyisakan dua suku
pertama. Sehingga pada ring faktor Z,,[X]/(X?) bentuk (a + bX)*
dapat  dituliskan  menjadi  (a + bX)* = a* + k- a*"1bX.
Selanjutnya, agar (a+ bX)*¥ =0, maka bagian dari setiap
komponen polinomialnya haruslah juga bernilai nol. Pada bagian
pertama, komponen a* = 0 mod(n). Kondisi ini menunjukkan
bahwa agar a* =0, haruslah a € Nil(Z,). Misalkan n =
pitpy2, Dy, berdasarkan Teorema 3.5.6 jika p=
{p1p2 0} S {01 03% v} maka  p = {py,p2 ., pp)
merupakan unsur nilpoten di Z,,. Bagian kedua, komponen k -
a®~1hX = 0. Perhatikan bahwa, bX akan selau bersifat nilpoten,
karena terdapat k = 2, sehingga untuk (bX)? = b2X?> =b%2-0=10
untuk sebarang b € Z,. Jadi, dapat ditunjukan untuk elemen
nilpoten dalam ring faktor Z,[X]/(X?) dapat didefinisikan sebagai
berikut:

Nil(Z,[X]/{X?)) = {a + bX |a € Nil(Z,),b € Z,, }.

Dengan Nil(Z,) = {p1,p2, ---, P} untuk suatu p; bilangan
prima berbeda di Z,, dani = 1,2, ...,r.
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3.4.2 Karakterisasi dan Terpenuhinya Teorema 3.4.4

Berdasarkan bukti ideal nil-prima K, dan keberadaan unsur
nilpoten di ring faktor Z,[X]/(X?) serta berdasarkan contoh numerik
pada Contoh 1, dan Contoh 2, maka Teorema 4 telah terpenuhi.
Misalkan himpunan K(; ;, € Z,[X]/(X?) adalah ideal nil-prima pada
ring faktor Z,[X]/(X?) dengan terdapat Nil(Z,[X]/{X?)) sehingga
berlaku 2 - Nil(Z,[X]/(X?)) € K. Perhatikan juga bahwa,
berdasarkan Contoh 1 dan Contoh 2 terdapat karakterisasi unik dari
bentuk 2 - Nil(Z,[X]/(X?)) € K ;, untuk suatu nilai n dalam struktur
ring faktor Z,[X]/(X?), jika n bilangan ganjil maka 2-
Nil(Z,[X]/({X?)) merepresentasikan seluruh anggota himpunan K;
atau 2 - Nil(Z,[X]/(X?)) = K ;). Sebaliknya, jika n bilangan genap
maka 2 - Nil(Z,[X]/(X?)) merepresentasikan sebagian anggota dari
himpunan K(; ;) atau 2 - Nil(Z,[X]/(X?)) € K ).

4. Simpulan dan Saran

Struktur dari ring faktor Z,[X]/(X?) dapat dibangun oleh kelas-kelas
polinomial berderajat kurang dari dua, dengan bentuk umum a + bX untuk
a, b € Z,. Karakteristik utama dari struktur ring ini adalah keberadaan ideal
pembangun (X?) yang membuat variabel X menjadi unsur nilpoten atau
dengan kata lain berlaku sifat X2 = 0. Pada ring faktor tersebut,
didefinisikan himpunan K, ;, € Z,[X] / (X*) dengan I ideal prima di Z, dan
] = Z,. Himpunan K|, , tersebut membentuk strukutur ideal sekaligus ideal
prima pada ring faktor Z,[X] / (X?). Lebih lanjut, himpunan K, disebut
sebagai ideal nil-prima pada ring faktor Z,[X] / (X?) karena terdapat p(X) €
Nil(Z,[X]/{X?)), sehingga untuk setiap a(X),b(X) € Z,[X]/(X?) dengan
a(X)b(X) € K, ;) maka a(X) € K,y atau b(X) € K, ;) atau a(X) + p(X) €
K(I,]) atau h(X) + p(X) € K(I,])-

Karakterisasi ideal nil-prima pada himpunan K, , menyatakan bahwa
jika K ideal nil-prima pada ring faktor Z,[X]/(X*) dan terdapat
Nil(Z,[X]/(X?)) maka berlaku 2 - Nil(Z,[X]/(X?)) € K ). Diketahui juga
bahwa, untuk n bilangan ganijil pada strukur ring faktor Z,[X]/(X?), maka
bentuk 2 - Nil(Z,[X]/{X?)) merepresentasikan seluruh anggota dari
himpunan K ; atau dengan kata lain 2-Nil(Z,[X]/(X?)) = Kq .
Sebaliknya, jika n bilangan genap, maka 2-Nil(Z,[X]/(X?)) hanya
merepresentasikan sebagian anggota dari himpunan K|, ;) atau dengan kata
lain 2 - Nil(Z,[X]/(X?)) € K-

Penelitian selanjutnya disarankan untuk dapat memperumum derajat
pangkat nilpoten pada ideal pembangunnya, misalnya dengan menganilisis
ring faktor Z,[X]/(X*) untuk bilangan bulat k > 2. Selain itu, dapat juga
dengan mengganti struktur ring dasar yang berbeda, seperti menggunakan
ring komutatif R, ring lokal, atau menggunakan suatu lapangan hingga FF,,
untuk melihat kekonsistenan sifat ideal nil-primanya dan karakterisasi yang
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terbentuk.
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  f  ( 𝑿 ) = g  ( 𝑿 ) q  ( 𝑿 ) + r ( 𝑿 )


  R


  P


  R


  p  ( 𝑿 ) ∈ N i l ( R )


  2 ∙ p  ( 𝑿 ) ∈ P


  R


  R


  n =   p 1    a 1 ,     p 2    a 2 ,   … ,     p  r    a  r


    p  i


   ℤ  n


    a  i


   ℤ  n


  N i l  (  ℤ  n ) =  {   p 1 ,   p 2 , … ,     p  r }


  n


  n


   ℤ  n = {  0 - ,  1 - ,  2 - ,  3 - , … , n − 1 }


   ℤ  n


  n


   ℤ  n


  1


   ℤ  n


   ℤ  n [ 𝑿 ]


   ℤ  n [ 𝑿 ]


  f ( 𝑿 )


   ℤ  n


  f ( 𝑿 )


  f  ( 𝑿 ) =  {   ∑  i = 0  k    a  i   𝑿  i   } =  {   a 0 +   a 1   𝑿 1 +   a 2   𝑿 2 + … +   a  k   𝑿  k } .


    a  i ≠ 0 ,     a  i ∈  ℤ  n


  i = 0 , 1 , 2 , 3 ,   … ,   k − 1 ,   k


   ℤ  n


   ℤ  n [ 𝑿 ]


   ℤ  n  [ 𝑿 ] =  {   ∑  i = 0  k    a  i   𝑿  i ,   a  i ∈  ℤ  n } =  {   a 0 +   a 1 𝑿 +   a 2   𝑿 2 + … +   a  k   𝑿  k } .


   ℤ  n


   ℤ  n


   ℤ  n [ 𝑿 ]


   ℤ  n  [ 𝑿 ] /  〈   𝑿 2 〉


   〈   𝑿  𝟐 〉


   ℤ  n  [ 𝑿 ]


    𝑿 2


   〈   𝑿  𝟐 〉


    𝑿  𝟐


   ℤ  n  [ 𝑿 ]


   〈   𝑿 2 〉 =  { p  ( 𝑿 ) ⋅   𝑿 2   |   p ( 𝑿 ) ∈  ℤ  n [ 𝑿 ] } .


  p  ( 𝑿 ) =   a 0 +   a 1 𝑿 + … +   a  k   𝑿  k ∈  ℤ  n  [ 𝑿 ]


   〈   𝑿 2 〉 =  {   a 0   𝑿 2 +   a 1   𝑿 3 +   a 2   𝑿 4 + … +   a  k   𝑿  k + 2 } .


  k ≥ 0 ,     a  i ∈  ℤ  n


   〈   𝑿 2 〉


   〈   𝑿 2 〉 =  {   ∑  i = 2  k    c  i   𝑿  i   |   k ≥ 2 ,     c  i ∈  ℤ  n } =  {   c 2   𝑿 2 +   c 3   𝑿 3 + … +   c  k   𝑿  k   |     c  n ≠ 0 , i ≥ 2 } .


   〈   𝑿  𝟐 〉


  a , b ∈  〈   𝑿  𝟐 〉


  a = p ( 𝑿 ) ) ∙   𝑿 2


  b = q ( 𝑿 ) ∙   𝑿 2


  a − b = ( p ( 𝑿 ) ) ∙   𝑿 2 ) − ( q ( 𝑿 ) ∙   𝑿 2 ) = ( p  ( 𝑿 ) − q ( 𝑿 ) ) ∙   𝑿 2


   ℤ  n [ 𝑿 ]


  p  ( 𝑿 ) − q  ( 𝑿 ) ∈  ℤ  n [ 𝑿 ]


  a − b ∈  ℤ  n [ 𝑿 ]


  p ∈  ℤ  n [ 𝑿 ]


  h  ( 𝑿 ) ∈  〈   𝑿  𝟐 〉


  p = p  ( 𝑿 ) ∈  ℤ  n [ 𝑿 ]


  h  ( 𝑿 ) = f  ( 𝑿 ) ∙   𝑿 2


  p  ( 𝑿 ) ∙ h  ( 𝑿 ) = p  ( 𝑿 )  ( f  ( 𝑿 ) ∙   𝑿 2 ) = ( p  ( 𝑿 ) f  ( 𝑿 ) ) ∙   𝑿 2


   ℤ  n [ 𝑿 ]


  p  ( 𝑿 ) h  ( 𝑿 ) ∈  ℤ  n  [ 𝑿 ]


   ℤ  n [ 𝑿 ]


  h  ( 𝑿 ) p  ( 𝑿 ) ∈  〈   𝑿 2 〉


   〈   𝑿 2 〉


   ℤ  n [ 𝑿 ]


  R =  ℤ  n [ 𝑿 ]


  I =  〈   𝑿 2 〉


  R


  I


  a + I


  a ∈  ℤ  n [ 𝑿 ]


    R  I =  { a + I ,   a ∈  ℤ  n  [ 𝑿 ] }


   ( a + I ) +  ( b + I ) =  ( a + b ) + I


   ( a + I )  ( b + I ) = a b + I .


   ( a + I )  ( b + I ) = a b + I .


  R ∕ I


  I


    R  I =  { a + I   |   a ∈ R } =  { a  ( 𝑿 ) +  〈   𝑿 2 〉 |   a ( 𝑿 ) ∈  ℤ  n  [ 𝑿 ] }


    R  I


  a ( 𝑿 )


   ℤ  n  [ 𝑿 ]


   〈   𝑿 2 〉


  a  ( 𝑿 ) ∈  ℤ  n [ 𝑿 ]


    𝑿 2


  a  ( 𝑿 ) ∈  ℤ  n [ 𝑿 ]


    𝑿  𝟐


  a ( 𝑿 )


  a  ( 𝑿 ) =   𝑿 2 q  ( 𝑿 ) + r ( 𝑿 )


   deg ⁡   ( r  ( 𝑿 ) ) <  deg ⁡   (   𝑿  𝟐 )


   deg ⁡   ( r  ( 𝑿 ) ) < 2


  r  ( 𝑿 ) = a + b 𝑿


     ℤ  n  [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


     ℤ  n  [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉 =  { a  ( 𝑿 ) +  〈   𝑿 2 〉 } =  { r  ( 𝑿 ) +  〈   𝑿 2 〉 } =  { a + b 𝑿   |   a , b ∈  ℤ  n } .


     ℤ  n  [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


    𝑿 2 = 0


   ( a + b 𝑿 ) +  ( c + d 𝑿 ) =  (  ( a + c ) +  ( b + d ) ) 𝑿


   ( a + b 𝑿 )  ( c + d 𝑿 ) = a c +  ( a d + b c ) 𝑿


   ( a + b 𝑿 )  ( c + d 𝑿 ) = a c +  ( a d + b c ) 𝑿


   ( a + b 𝑿 ) ,  ( c + d 𝑿 ) ∈    ℤ  n  [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


  I


   ℤ  n


  J =  ℤ  n


    K   ( I , J ) ⊆    ℤ  n  [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


    K   ( I , J ) =  { a + b 𝑿   | a ∈ I ,   b ∈ J } .


    𝑲   ( 𝑰 , 𝑱 )


    y 1 ,   y 2 ∈   K  ( I , J )


    y 1 =   a 1 +   b 1 𝑿


    y 2 =   a 2 +   b 2 𝑿


    a 1 ,   a 2 ∈ I


    b 1 ,   b 2 ∈ J


    y 1 −   y 2 =  (   a 1 +   b 1 𝑿   ) −  (   a 2 +   b 2 𝑿 ) =  (   a 1 −   a 2 ) + (   b 1 −   b 2 ) 𝑿


  I


  J


   (   a 1 −   a 2 ) ∈ I


   (   b 1 −   b 2 ) ∈ J


    y 1 −   y 2 ∈   K   ( I , J )


  r ∈  ℤ  n [ 𝑿 ] ∕  〈   𝑿 2 〉


  r = p + q 𝑿


  p , q ∈  ℤ  n


  y = a + b 𝑿 ∈   K  ( I , J )


  a ∈ I


  b ∈ J


  r y =  ( p + q 𝑿   )  ( a + b 𝑿 ) =  ( p a ) +  ( b p + a q ) 𝑿 +  ( b q )   𝑿 2 =  ( p a ) + ( b p + a q ) 𝑿


  a ∈ I


  I


  a c ∈ I


  a , b , p , q ∈  ℤ  n


  J =  ℤ  n


   ( b p + a q ) ∈ J


  r y ∈ K −  (  ( I , J ) )


  y r ∈   K   ( I , J )


    K   ( I , J )


     ℤ  n  [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


    K   ( I , J )


   ℤ  n  [ 𝑿 ] /  〈   𝑿  𝟐 〉


    K   ( I , J )


   ℤ  n  [ 𝑿 ] /  〈   𝑿  𝟐 〉


   ℤ 4  [ 𝑿 ] /  〈   𝑿  𝟐 〉


   ℤ 4 =  {  〈 0 〉 ,    〈 1 〉 ,    〈 2 〉 }


  I =  〈 2 〉


  J =  〈 1 〉


    K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 ) ⊆  ℤ 4  [ 𝑿 ] /  〈   𝑿  𝟐 〉


   ℤ 4  [ 𝑿 ] /  〈   𝑿  𝟐 〉


    K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 ) =  { a + b 𝑿   |   a ∈ I ,   b ∈ J } =  {     0 - ,    2 - ,   𝑿 ,    2 - 𝑿 ,  3 - 𝑿 ,      2 - + 𝑿 ,    2 - +  2 - 𝑿 ,    2 - +  3 - 𝑿 } .


  a  ( 𝑿 ) , b  ( 𝑿 ) ∈  ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


    K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) , b  ( 𝑿 ) ∈  ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


   ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


   ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉 =  { a + b 𝑿   |   a , b ∈  ℤ 4 } =  {     0 - ,  1 - ,  2 - ,  3 - , 𝑿 ,  2 - 𝑿 ,    3 - 𝑿 ,      1 - + 𝑿 ,    1 - +  2 - 𝑿 ,    1 - +  3 - 𝑿 ,    2 - + 𝑿 ,    2 - +  2 - 𝑿 ,    2 - +  3 - 𝑿 ,      3 - + 𝑿 ,  3 - +  2 - 𝑿 ,    3 - +  3 - 𝑿 } .


  a  ( 𝑿 ) , b  ( 𝑿 ) ∈  ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


   ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


  a  ( 𝑿 ) b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) =  0 - ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 ) ⊆  ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


   (  0 - )  (  1 - ) = … =  (  0 - )  ( 𝑿 ) = … =  (  0 - )  (  1 - + 𝑿 ) = … =  (  0 - )  (  2 - + 𝑿 ) = … =  (  0 - )  (  3 - + 𝑿 ) = … =  (  0 - )  (  3 - +  3 - 𝑿 ) =  0 - ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  b  ( 𝑿 ) ∈  ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


  a  ( 𝑿 ) b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) =  1 - ∈  ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


   (  1 - )  (  1 - ) =  1 - ∉   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  2 - ) =  2 - ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  3 - ) =  3 - ∉   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  ( 𝑿 ) = 𝑿 ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  2 - 𝑿 ) =  2 - 𝑿 ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  3 - 𝑿 ) =  3 - 𝑿 ∉   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  1 - + 𝑿 ) =  1 - + 𝑿 ∉   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  1 - +  2 - 𝑿 ) =  1 - +  2 - 𝑿 ∉   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  1 - +  3 - 𝑿 ) =  1 - +  3 - 𝑿 ∉   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  2 - + 𝑿 ) =  2 - + 𝑿 ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  2 - +  2 - 𝑿 ) =  2 - +  2 - 𝑿 ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  2 - +  3 - 𝑿 ) =  2 - +  3 - 𝑿 ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  3 - + 𝑿 ) =  3 - + 𝑿 ∉   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  3 - +  2 - 𝑿 ) =  3 - +  2 - 𝑿 ∉   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  3 - +  3 - 𝑿 ) =  3 - +  3 - 𝑿 ∉   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) ∈  ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


  a  ( 𝑿 ) b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 ) ⊆  ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


  b ( 𝑿 )


   ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


  a  ( 𝑿 ) b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) ∈  ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


  a  ( 𝑿 ) b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) , b  ( 𝑿 ) ∈  ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


  a  ( 𝑿 ) b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


  b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


    K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


   ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


  f  ( 𝑿 ) ∈  ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


  k =  ℤ +


  ( f    ( 𝑿 )  k = 0


  k = 2


     0 - 2 =    2 - 2 =    (  2 - 𝑿 ) 2 =    (  3 - 𝑿 ) 2 =    (  2 - + 𝑿 ) 2 =    (  2 - +  2 - 𝑿 ) 2 =    (  2 - +  3 - 𝑿 ) 2 =  0 -


  N i l  (  ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉 ) =  {  0 - ,  2 - , 𝑿 ,  2 - 𝑿 ,  3 - 𝑿 ,  2 - + 𝑿 ,  2 - +  2 - 𝑿 ,  2 - +  3 - 𝑿 }


    K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


  N i l  (  ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉 )


    K   (  〈 2 〉 ,  〈 1 〉 )


   ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


  2 ∙ N i l  (  ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉 )


  2 ∙ N i l  (  ℤ 4    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉 ) =  {  0 - ,    2 - 𝑿 }


   ℤ 5  [ 𝑿 ] /  〈   𝑿  𝟐 〉


   ℤ 4 =  {  〈 0 〉 ,    〈 1 〉 }


  I =  〈 0 〉


  J =  〈 1 〉


   〈 0 〉


   ℤ 5


   〈 0 〉


    K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 ) ⊆  ℤ 5    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


    K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


    K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 ) =  { a + b 𝑿   |   a ∈ I ,   b ∈ J } =  {  0 - , 𝑿 ,  2 - 𝑿 ,  3 - 𝑿 ,  4 - 𝑿 } .


  a  ( 𝑿 ) , b  ( 𝑿 ) ∈  ℤ 5    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


    K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


  b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) , b  ( 𝑿 ) ∈  ℤ 5    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


   ℤ 5    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


                            ℤ 5    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉 =  { a + b 𝑿   |   a , b ∈  ℤ 5 } =  {     0 - ,  1 - ,  2 - ,  3 - ,  4 - , 𝑿 ,  2 - 𝑿 ,    3 - 𝑿 ,  4 - 𝑿 ,    1 - + 𝑿 ,    1 - +  2 - 𝑿 ,    1 - +  3 - 𝑿 ,  1 - +  4 - 𝑿 ,    2 - + 𝑿 ,    2 - +  2 - 𝑿 ,    2 - +  3 - 𝑿 ,    2 - +  4 - 𝑿 ,    3 - + 𝑿 ,  3 - +  2 - 𝑿 ,    3 - +  3 - 𝑿 ,  3 - +  4 - 𝑿 ,    4 - + 𝑿 ,  4 - +  2 - 𝑿 ,    4 - +  3 - 𝑿 ,  4 - +  4 - 𝑿 } .


  a  ( 𝑿 ) , b  ( 𝑿 ) ∈  ℤ 5    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


   ℤ 5    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


  a  ( 𝑿 ) b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


  b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) =  0 - ∈   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 ) ⊆  ℤ 5    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


   (  0 - )  (  1 - ) = … =  (  0 - )  ( 𝑿 ) = … =  (  0 - )  (  1 - + 𝑿 ) = … =  (  0 - )  (  2 - + 𝑿 ) = … =  (  0 - )  (  3 - + 𝑿 ) = … =  (  0 - )  (  4 - + 𝑿 ) = … =  0 - ∈   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


  b  ( 𝑿 ) ∈  ℤ 5    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


  a  ( 𝑿 ) b  ( 𝑿 ) ∈   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


  a  ( 𝑿 ) =  1 - ∈  ℤ 5    [ 𝑿 ]   〈   𝑿 2 〉


   (  1 - )  (  1 - ) =  1 - ∉   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  2 - ) =  2 - ∉   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  3 - ) =  3 - ∉   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  4 - ) =  4 - ∉   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  ( 𝑿 ) = 𝑿 ∈   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  2 - 𝑿 ) =  2 - 𝑿 ∈   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  3 - 𝑿 ) =  3 - 𝑿 ∈   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  4 - 𝑿 ) =  4 - 𝑿 ∈   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )


   (  1 - )  (  1 - + 𝑿 ) =  1 - + 𝑿 ∉   K   (  〈 0 〉 ,  〈 1 〉 )
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